
113 學年度第一學期第一次定期考高三數甲試題 
注意事項： 

1. 本卷出現的函數都滿足定義域與對應域都是實數的部分集合。若在呈現一個函數時，未指

明定義域，則定義域就是使函數有意義的最大集合。 

2. 是非題與選填題請將答案寫在答案卡，混合題(單選題與計算證明題)請在答案卷上作答。 

一、是非題 (每題 2 分，共 42 分) 

1.(    ) 由於 lim
௡→ஶ

ଵ
௡

= 0，因此無窮數列 

〈1 + ଵ
ଶ

+ ଵ
ଷ

+ ⋯+ ଵ
௡
〉：1, 1 + ଵ

ଶ
, 1 + ଵ

ଶ
+ ଵ

ଷ
, … 不只遞增且有上界， 

為收斂數列。 
2.(    ) 當我們從校園走向圍牆時，若從出發點朝向牆腳 ܪ 走直線，途中必

定會經過一個中途點 ܯଵ。接著，從 ܯଵ 再直線前往 ܪ，又會有另

一個中途點 ܯଶ，依此類推，從 ܯଶ 再向 ܪ 走，又會出現新的中途

點 ܯଷ，這樣不斷重複，會有無限多個中途點要經過，然而每個人的

時間有限，因此我們走不到 ܪ，更不可能爬牆或穿牆。 

3.(    ) 若 ݂(ݔ) = (௫ିଵ)(௫ାଽଵ)
௫ିଵ

(ݔ)݃， = ݔ + 91，則兩函數是同一個函數。 

4.(    ) lim
௫→ଵ

(௫ିଵ)(௫ାଽଵ)
௫ିଵ

= lim
௫→ଵ

ݔ + 91 

5.(    ) lim
௫→ଵ

√௫ିଵ
௫ିଵ

= ଵ
ଶ
 

6.(    ) 若 ݂(ݔ) = (ݔ)݃，ݔ2024 = ௫
ଶ଴ଶସ

，則兩函數互為反函數。 

7.(    ) 若 ݂(ݔ) = (ݔ)݃，|ݔ| =  。則兩函數互為反函數，|ݔ|−

8.(    ) 若 [ݔ] 表示小於或等於 ݔ 的最大整數，則對於所有實數 ݔ， 

算式 [1 − [ݔ3 = ݔ3]− − 1] 恆成立。 

9.(    ) 若 ݂(ݔ) = cos௫
௫
，因為 ݂(−1) < 0，݂(1) > 0，由勘根定理知， 

在區間 (−1,1) 內必有方程式 ݂(ݔ) = 0 的實根。 



10. (    ) 若 ݂(ݔ) = ቊ
௫మିଽ
௫ିଷ

, ݔ ≠ 3
ݔ   ,݇ = 3

 ൫݇ ∈實數൯ 在 ݔ = 3 連續，則 ݇ = 6 

11. (    ) 若 ݂(ݔ) = ଶݔ + (ݔ)݃，ݔ2 = ݔ + 8， 
則 (݃ ∘ ݂)(1) + (݂ ∘ ݃)(2) = 131 

 
(ݔ)݂ (    ) .12 = √36 − ݔ2 −  ଶ 的值域為 [0,6]ݔ
 
13. (    ) lim

௫→ିଶ

(௫ାଵ)భబమିଵ
௫ାଶ

= lim
௫→ିଶ

(௫ାଵ)భబబ(௫ାଵ)మିଵ
௫ାଶ

= lim
௫→ିଶ

(௫ାଵ)భబబ(௫ାଵ)మି(௫ାଵ)భబబ

௫ାଶ
 

= lim
௫→ିଶ

(௫ାଵ)భబబൣ(௫ାଵ)మିଵ൧
௫ାଶ

 = lim
௫→ିଶ

(௫ାଵ)భబబ[(௫ାଶ)௫]
௫ାଶ

= lim
௫→ିଶ

ݔ) + 1)ଵ଴଴ݔ 

= −2  
題組甲. 

已知無窮數列 〈ܽ௡〉 = 〈1. 000. . .0ᇩᇭᇪᇭᇫ1
௡個 ଴

〉：1.01, 1.001, 1.0001, … ,1. 000. . .0ᇩᇭᇪᇭᇫ1
௡個 ଴

, …。

而且 〈ܽ௡〉 為收斂數列，極限為 ܮ。 
請判斷第 14~19 題的敘述是否正確。 

可以用符號 lim ܮ (    ).14
௡→ஶ

1. 000. . .0ᇩᇭᇪᇭᇫ1
௡個 ଴

 來表示。 

ܮ (    ).15 > 1 

.是集合 ቐ1 ܮ (    ).16 000. . .0ᇩᇭᇪᇭᇫ1
௡個 ଴

ቮ݊ ∈正整數ቑ 中的一個元素。 

ܮ (    ).17 > lim
௡→ஶ

0. 999. . .9ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡個 ଽ

 

ܮ (    ).18 > 0. 9ത × 0. 9ത 

ܮ (    ).19 = 1.1 − lim
௡→ஶ

∑ 0.09 × 10ି௞௡
௞ୀ଴  

  



題組乙. 

已知 (4,0)ܤ , (0,3)ܣ  為坐標平面上兩點，現在用 ݊  段等長的水平線段與 ݊ 
段等長的鉛直線段連接這兩點，如下圖所示： 
(由左至右分別展示了 ݊ = 2,3,4 的情形) 
 
 

      

 
 

  

 
設 ܵ௞  代表當 ݊ = ݇ 時，這些連接 ܣ 和 ܤ 兩點的 ݇ 段水平線與 ݇ 段鉛直

線的長度總和。 

例如 ܵଶ 代表 2 段水平線與 2 段鉛直線的長度總和 ସ
ଶ

+ ସ
ଶ

+ ଷ
ଶ

+ ଷ
ଶ
。請判斷第 20

與 21 題的敘述是否正確。 
 
20.(    ) ܵଷ = ܵସ = 7 
 

21.(    ) lim
௞→ஶ

ܵ௞ = 5 

 

݊ = 2 ݊ = 3 

݊ = 4 



二、 選填題(3 格，每格 6 分，共 18 分) 

A. 若數列 〈 ଷ௡
య

௡యାଽ
〉 的極限 lim

௡→ஶ

ଷ௡య

௡యାଽ
=  ，ܮ

 

則此數列從第   ○22 ○23   項開始，其值與 ܮ 的差 ቚ ଷ௡
య

௡యାଽ
−  ቚ 會小於ܮ

ଵ
ଵ଴଴଴

。 

 

B. 假設數列 〈ܽ௡〉 滿足 ܽଵ = ܽଶ = 1，ܽ௡ାଶ = ܽ௡ାଵ + 2ܽ௡，݊ = 1,2,3, …， 

 

設 ܾ௡ = ௔೙శభ
௔೙

，且已知 〈ܾ௡〉 為收斂數列，則 lim
௡→ஶ

ܾ௡ =   ○24   。 

 

C. 設 ൫1 + √3൯
௡

= ܽ௡ + ܾ௡√3，݊ = 1,2,3, …，其中 ܽ௡ 與 ܾ௡ 都是有理數，

且已知極限 lim
௡→ஶ

௔೙
௕೙

 存在，則 lim
௡→ஶ

௔೙
௕೙

= ට○25  。 

 

三、 混合題 (每題 5 分，共 40 分，請在答案卷上作答) 

建仔希望利用極限的概念來探討某物體的溫度(℃)隨時間(分鐘)的變化過

程，假設物體在初始時刻(時間 0)的溫度為 128℃，並且用函數 ݂(ݔ) 來表示

物體在時間 ݔ 的溫度，例如 ݂(0) = 128。 
根據牛頓冷卻定律，物體的瞬時溫度變化速率與室溫與當時的溫度之間的

溫差成正比。所謂的「瞬時溫度變化速率」指的是在一段趨近於零的時間內，

溫度變化的量除以這段時間的長度。已知室溫恆定為 20℃，且物體在任意時

間 ݇ 的溫度瞬時變化速率正好等於室溫與當時溫度的溫差，即 

lim
௫→௞

௙(௫)ି௙(௞)
௫ି௞

= 20 − ݂(݇)，݇ ≥ 0  

例如，物體在時間 0 的瞬時溫度變化速率為 20 − ݂(0) = 20 − 128 
= −108 ℃/分鐘。 
 

由於溫度的瞬時變化速率隨時間不斷變化，難以直接算出 ݂(1) 的值。為

此，建仔計劃先進行溫度的估計，包括低估與高估，並最終利用極限的概念和

夾擠定理來推導出 ݂(1) 的值。 



特別說明：若某值 ߙ 被稱為 ܽ 的低估值，則表示 ߙ ≤ ܽ。例如，3 是圓周

率 ߨ = 3.14 … 的一個低估值。 
請回答下列問題： 
1. 若在對 ݂(1) 進行估計時，假設 1 分鐘內的溫度變化速率保持恆定，且

等於時間 0 的瞬時變化速率 −108 ℃/分鐘。 
請問，根據這樣的計算，݂(1) 的低估值是多少？(單選題) 
(1) 90  (2) 86  (3) 74  (4) 60  (5) 20   

 
 
2. 假設將時間從 0 到 1 分鐘均分為兩個階段：第一階段是 0 到 0.5 分鐘，第

二階段是 0.5 分鐘到 1 分鐘。第一階段的溫度變化速率恆為時間 0 的瞬時

變化速率，第二階段的溫度變化速率則根據 0.5 分鐘時的估計溫度推算。 
計算過程如下： 
 

時間 溫度(估計) 溫度瞬時變化速率(估計) 
0 128 −108 

ଵ
ଶ
  128 +

1
2 × (−108) = 74 −54 

1 74 +
1
2 × (−54) = 47 −27 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

請問，根據這樣的計算，݂(1) 的低估值是多少？(單選題) 
(1) 108  (2) 74  (3) 54  (4) 47  (5) 27   

時間(分) 

溫

度 

(℃) 

實線：理論的溫度 

虛線：估計的溫度 



3. 假設將時間從 0 到 1 分鐘分均為三個階段，每個階段的時間長度為 ଵ
ଷ
 分

鐘，請仿照前一題的估算方式，將下表完成：(填充題) 
 

時間 溫度(估計) 溫度瞬時變化速率(估計) 
0 128 −108 

ଵ
ଷ
  128 +

1
3 × (−108) = 92  

ଶ
ଷ
    

1   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

時間(分) 

溫

度 

(℃) 

實線：理論的溫度 

虛線：估計的溫度 



4. 假設將時間從 0 到 1 分鐘均分為 ݊ 個階段，每個階段的時間長度為 ଵ
௡
 

分鐘，並仿照前一題的方式進行計算。 

令 ݐ௡,௜ 表示在時間 ௜
௡
 時，溫度的低估值，並定義 ݀௡,௜ = 20 −  ，௡,௜ݐ

݅ = 0,1,2,3, … , ݊。 
時間 溫度(低估) 溫度瞬時變化速率(估計) 

௡,଴ݐ 0 = 128 ݀௡,଴ = −108 

ଵ
௡
௡,ଵݐ   = ௡,଴ݐ +

1
݊ × ݀௡,଴ ݀௡,ଵ = 20 −  ௡,ଵݐ

ଶ
௡
௡,ଶݐ   = ௡,ଵݐ +

1
݊ × ݀௡,ଵ ݀௡,ଶ = 20 −  ௡,ଶݐ

… … … 

௡ିଵ
௡

௡,௡ିଵݐ   = ௡,௡ିଶݐ +
1
݊ × ݀௡,௡ିଶ ݀௡,௡ିଵ = 20 −  ௡,௡ିଵݐ

௡,௡ݐ 1 = ௡,௡ିଵݐ +
1
݊ × ݀௡,௡ିଵ ݀௡,௡ = 20 −  ௡,௡ݐ

請證明： ݐ௡,௡ = 108ቀ௡ିଵ
௡
ቁ
௡

+ 20 

 

5. 已知自然常數 ݁ = lim
௡→ஶ

ቀ1 + ଵ
௡
ቁ
௡
，請證明： lim

௡→ஶ
ቀ௡ିଵ

௡
ቁ
௡

= ଵ
௘
。 

提示：ቀ௡ିଵ
௡
ቁ
௡

= ଵ

ቀ ೙
೙షభቁ

೙ = ଵ

ቀଵା భ
೙షభቁ

೙ 

 
6. 將時間均分為 1、2、3、…、 ݊ 個階段所計算的 ݂(1) 的低估值寫成數

列，再利用上一題的結果，找出當 ݊ 趨近無限大時，該無窮數列的極限

值。 
  



7. 假設同樣將時間從 0 到 1 分鐘均分為 ݊ 個階段，每個階段的時間長度為 

ଵ
௡
 分鐘，令 ௡ܶ,௜ 表示在時間 ௜

௡
 時，溫度的高估值， ݐ௡,௜ 與 ݀௡,௜ 的定義

與第 4 題相同，並使用下表中的計算方式計算 ௡ܶ,௜，݅ = 0,1,2,3, … , ݊。 
時間 溫度(高估) 溫度瞬時變化速率(估計) 

0 ௡ܶ,଴ = 128 ݀௡,ଵ = 20 −  ௡,ଵݐ

ଵ
௡
  ௡ܶ,ଵ = ௡ܶ,଴ +

1
݊ × ݀௡,ଵ ݀௡,ଶ = 20 −  ௡,ଶݐ

ଶ
௡
  ௡ܶ,ଶ = ௡ܶ,ଵ +

1
݊ × ݀௡,ଶ ݀௡,ଷ = 20 −  ௡,ଷݐ

… … … 

௡ିଵ
௡

  ௡ܶ,௡ିଵ = ௡ܶ,௡ିଶ +
1
݊ × ݀௡,௡ିଵ ݀௡,௡ = 20 −  ௡,௡ݐ

1 ௡ܶ,௡ = ௡ܶ,௡ିଵ +
1
݊ × ݀௡,௡  

請利用第 4 題的結果，證明： ௡ܶ,௡ = ቀ௡ିଵ
௡
ቁ ௡,௡ݐ + ଵଶ଼

௡
 

 
 
8. 請利用以上結果，推論並算出此物體 1 分鐘後的溫度，即 ݂(1) 的值。 
  


