
桃園市武陵高中 112上高三第一次期中考

一、多選題（占 20分）

說明：第 1題至第 2題，每題 10分。（10-6-4-0）

1. 關於數列與級數的極限運算，選出正確選項。

(1) 若數列 ⟨𝑎𝑛⟩，⟨𝑏𝑛⟩均收斂，則 lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

(2) 當 lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)值存在時，數列 ⟨𝑎𝑛⟩，⟨𝑏𝑛⟩均收斂

(3) lim
𝑛→∞

12 + 22 + · · · + 𝑛2

𝑛3
= lim

𝑛→∞

12

𝑛3
+ lim

𝑛→∞

22

𝑛3
+ · · · + lim

𝑛→∞

𝑛2

𝑛3
= 0 + 0 + · · · + 0 = 0

(4) 若數列 ⟨𝑎𝑛⟩收斂，則
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑛收斂

(5) 若
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑛收斂，則數列 ⟨𝑎𝑛⟩收斂

2. 若一函數 𝑓，對每一個 𝑥在其定義域恆有 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (−𝑥)，稱此函數為偶函數，請在下列五個函數
中，選出為偶函數的選項。

(1) 𝑓1(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥2 + 3

(2) 𝑓2(𝑥) = 2𝑥 + 1
2𝑥

(3) 𝑓3(𝑥) =
tan 𝑥

2𝑥 − 2−𝑥

(4) 𝑓4(𝑥) =
(𝑥3 + 𝑥)(sin 𝑥 + tan 𝑥)

𝑥(cos 𝑥 + 𝑥2)

(5) 𝑓5(𝑥) = 𝑥 log2 |𝑥 |

二、填充題（占 60分）

說明：第 3題至第 12題，每題 6分。
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3. 計算 lim
𝑛→∞

5𝑛3 − 3𝑛2 + 4
(𝑛 + 2)(2𝑛 − 1)(3𝑛 + 7) =【 】。

4. 計算 lim
𝑛→∞

3𝑛 + 5 × 22𝑛

3 × 4𝑛 − 13
=【 】。

5. 計算
∞∑
𝑘=1

3𝑘 + 4𝑘

5𝑘
=

6. 若 lim
𝑛→∞

(
2𝑛2 + 3𝑛 − 1

𝑛 + 3
− 𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 𝑐

𝑛 − 1

)
= 2，試求 𝑎 + 𝑏 =【 】。

7. 求 lim
𝑛→∞

1
√
𝑛

(
1

√
𝑛 +

√
𝑛 + 3

+ 1
√
𝑛 + 1 +

√
𝑛 + 4

+ · · · + 1
√

2𝑛 − 1 +
√

2𝑛 + 2

)
=【 】。

8. 求無窮級數 1+ cos 60◦

2
+ cos 120◦

4
+ cos 180◦

8
+ cos 240◦

16
+ · · · + cos((𝑛 − 1) × 60◦)

2𝑛−1
+ · · · =【 】。

9. 若 𝑓1 (𝑥) = 𝑥2， 𝑓𝑛+1 (𝑥) = 𝑓 ( 𝑓𝑛 (𝑥))，如 𝑓2 (𝑥) = 𝑓 ( 𝑓1 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥2) = (𝑥2)2 = 𝑥4，

問： 𝑓10 (2)是幾位數：【 】。(log 2 = 0.3010)

10. 已知：
∞∑
𝑛=1

𝑟𝑛 =
1

12𝑟
，則

∞∑
𝑛=1

𝑟2𝑛 =【 】。

11. 求函數 𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 1
𝑥2 − 3𝑥 + 3

的值域：【 】。
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12. 如圖所示，在步驟 1先畫一個半徑為 2的圓，步驟 2為步驟 1的圓裡再畫三個和大圓相切，且彼
此相切的相同半徑的圓，步驟 3為步驟 2所多畫的小圓再畫三個和小圓相切，且彼此相切的半徑相同

的圓，依此類推，若步驟 𝑛完成時所有的圓的面積和為 𝐴𝑛，lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
2𝜋

𝑎
√

3 − 𝑏
，其中 𝑎，𝑏為有理數，

則數對 (𝑎, 𝑏) =【 】。

三、計算證明題（占 60分）

說明：第 13題至第 14題。

13. (1)試證明：
2𝑛

𝑛4 + 𝑛2 + 1
=

1
𝑛2 − 𝑛 + 1

− 1
𝑛2 + 𝑛 + 1

（3分）

(2)試證明：𝑛2 + 𝑛 + 1 = (𝑛 + 1)2 − (𝑛 + 1) + 1（3分）

(3)計算無窮級數
∞∑
𝑘=1

2𝑘
𝑘4 + 𝑘2 + 1

=
2 × 1

14 + 12 + 1
+ 2 × 2

24 + 22 + 1
+ 2 × 3

34 + 32 + 1
+ · · · + 2 × 𝑛

𝑛4 + 𝑛2 + 1
+ · · · 之值（6

分）

14. 請使用夾擠原理計算：lim
𝑛→∞

(
1

3
√
𝑛3 + 1

+ 1
3
√
𝑛3 + 2

+ 1
3
√
𝑛3 + 3

+ · · · + 1
3
√
𝑛3 + 2𝑛

)
之值。（8分）

參考答案

1. 15 2. 123

3.
5
6
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4.
5
3

5.
11
2

6. −5

7.
√

2 − 1

8. 1

9. 309

10.
1
8
，

1
15

11. −1
3
≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 1

12. (18 , 31)

13. (1)略；(2)略；(3) 1

14. 2
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